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Hệ điều khiển được 2/37

� Hệ điều khiển tuyến tính:

ẋ = Ax + Bu, x ∈ Kn,A ∈ Kn×n,B ∈ Kn×m, (1)

� Hệ là điều khiển được

rank [A | B] = n, (2)

Trong đó
[A | B] =

[
B AB · · · An−1B

]
. (3)
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� Chịu nhiễu
[A,B] 

[
Ã, B̃

]
= [A,B] + [∆1,∆2] . (4)

� Khoảng cách đến trạng thái không điều khiển được:

rK (A,B) = inf{‖∆1,∆2‖ : [∆1,∆2] ∈ Kn×(n+m),

[A,B] + [∆1,∆2] là không điều khiển được}. (5)



Mục lục 4/37

Giới thiệu
Giới thiệu
Ánh xạ đa trị

Bán kính điều khiển có cấu trúc

Đa nhiễu

Tài liệu tham khảo



Một số định nghĩa và ký hiệu 5/37

� Ánh xạ đa trị F
F : Kn ⇒ Km (6)

� Đồ thị của F

grF = {(x , y) ∈ Kn ×Km : y ∈ F (x)} (7)



Một số định nghĩa và ký hiệu 6/37

� Miền xác định của F

domF = {x ∈ Kn : F (x) 6= ∅} (8)

� Nhân của F

kerF = {x ∈ domF : 0 ∈ F (x)} (9)

� Chuẩn của F

‖F‖ = sup
{

inf
y∈F(x)

‖y‖ : x ∈ domF, ‖x‖ = 1

}
(10)
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Nhiễu có cấu trúc
[A,B] 

[
Ã, B̃

]
= [A,B] + D∆E (11)

Bán kính điều khiển

rD,E
K (A,B) = inf

{
‖∆‖ : ∆ ∈ Kl×q,

[
Ã, B̃

]
không điều khiển được

}
(12)
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� Ánh xạ đơn trị

Wλ : Km+n → Kn

Wλ (z) =
[

A − λI B
]

z, λ ∈ C. (13)

� Ánh xạ đa trị

EW−1
λ D : Kl ⇒ Kq(

EW−1
λ D

)
(u) = E

(
W−1

λ (Du)
)
. (14)
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Nếu K = C thì:

rD,E
C (A,B) =

1

supλ∈C
∥∥EW−1

λ D
∥∥ . (15)



Nghịch đảo Moore-penrose tổng quát 11/37

� Cho G ∈ Cn×p , rankrow(G) = n, FG(z) = Gz

d
(
0,F−1

G (y)
)
=

∥∥∥G†y
∥∥∥ , ∥∥F−1

G
∥∥ =

∥∥∥G†
∥∥∥ . (16)

� Cho G ∈ Cn×p , FG (z) = Gz

F
†
G (y) =

{
z s.t. Gz = y , ‖z‖ = d

(
0,F−1

G (y)
)

y ∈ imFG,

∅ y /∈ imFG .
(17)
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Ví dụ 13/37

ẋ = Ax (t) + Bu (t) , (18)

A =

[
0 1
1 0

]
, (19)

B =

[
1
0

]
, (20)[

0 1 1
1 0 0

]
 

[
δ1 δ1 + 1 δ2 + 1

δ1 + 1 δ1 δ2

]
. (21)
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[A,B] [A,B] + D∆E , (22)

D =

[
1
1

]
, (23)

E =

[
1 1 0
0 0 1

]
. (24)
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(
E [A − λI,B]−1 D

)
(v) = E [A − λI,B]−1

[
1
1

]
v

= E [A − λI,B]−1

[
v
v

]
(25)
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[A − λI,B]−1

[
v
v

]
=


 p

q
r

 : [A − λI,B]

 p
q
r

 =

[
v
v

]
, ∀p, q, r ∈ C


=


 p

q
r

 :

[
q + r − λp

q − pλ

]
=

[
v
v

]
, ∀p, q, r ∈ C

 . (26)
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(
E [A − λI,B]−1 D

)
(v) =

E

 p
q
r

 :

[
q + r − λp

q − pλ

]
=

[
v
v

]
, ∀p, q, r ∈ C


=

{[
p + q

r

]
:

[
q + r − λp

q − pλ

]
=

[
v
v

]
, ∀p, q, r ∈ C

}
=

{[
q + v + qλ

v − q + λ (v + qλ)

]
: q ∈ C

}
. (27)



Ví dụ 18/37

ax1 + x2 = b (28)
x1 = q + v + qλ, (29)
x2 = v − q + λ (v + qλ) . (30)

� q = q0, q = q1 =⇒ a = 1− λ, b = 2v .

(1− λ) x1 + x2 = 2v , (31)
x1 = q + v + qλ, (32)
x2 = v − q + λ (v + qλ) . (33)



Ví dụ 19/37

� λ = −1

x1 = v , (34)
x2 = 0, (35)

d
(
0,
(

E [A − λI,B]−1 D
)
(v)

)
= |v | . (36)

� λ 6= −1, (C, ‖·‖∞)

2 |v | = |(1− λ) x1 + x2|
≤ |(1− λ) x1|+ |x2|
≤ (|1− λ|+ 1)max {|x1| , |x2|}

= (|1− λ|+ 1)

∥∥∥∥[ x1
x2

]∥∥∥∥
∞

(37)
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� λ 6= −1, (C, ‖·‖∞)

2 |v |
|λ− 1|+ 1

≤
∥∥∥∥[ x1

x2

]∥∥∥∥
∞
. (38)

� Dấu bằng:

x1 = e iϕx2, (39)

x2 =
2v

1 + |λ− 1|
(40)

− (λ− 1) e iϕ = |λ− 1| (41)



Ví dụ 21/37

∥∥∥E [A − λI,B]−1 D
∥∥∥ = sup

|v |=1
d
(
0,E [A − λI,B]−1 D (v)

)

=

sup|v |=1

{
inf

∥∥∥∥∥
[

x1
x2

]∥∥∥∥∥
∞

}
λ 6= −1,

sup|v |=1 {inf |v |} λ = −1,

=

{
sup|v |=1

{
2|v |

|λ−1|+1

}
λ 6= −1,

sup|v |=1 {|v |} λ = −1,

=

{
2

|λ−1|+1 , λ 6= −1,

1 λ = −1.
(42)
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sup
λ∈C

∥∥∥E [A − λI,B]−1 D
∥∥∥ = 2, (43)

rD,E
C (A,B) =

1

2
. (44)
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Định nghĩa 24/37

� Hệ chịu đa nhiễu

[A,B] 
[
Ã, B̃

]
= [A,B] +

N∑
i=1

Di∆iEi . (45)

� Nhiễu

∆ = (∆1, . . . ,∆N) ∈ ΠN
i=1Cli×qi (46)

‖∆‖ =

N∑
i=1

‖∆i‖ (47)
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� Bán kính điều khiển

rmp
C (A,B) = inf

{
‖∆‖ : ∆ = (∆i)i∈N , [A,B] +

N∑
i=1

Di∆iEi không điều khiển được
}
.

(48)



Định lý 26/37

� Ký hiệu
P � Q ⇐⇒ ‖Px‖ ≤ ‖Qx‖ , ∀x ∈ Cm (49)

� H ∈ Ck×(n+m), Ei � H ∀i ∈ N[
max
i∈N

sup
λ∈C

∥∥HW−1
λ Di

∥∥]−1

≤ rmp
C (A,B) ≤

[
max
i∈N

sup
λ∈C

∥∥EiW−1
λ Di

∥∥]−1

. (50)

� Ei = αiE1, αi ∈ C ∀i ∈ N,

rmp
C (A,B) =

[
max
i∈N

sup
λ∈C

∥∥EiW−1
λ Di

∥∥]−1

. (51)
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ẋ =Ax (t) + Bu (t) , (52)

A =

[
0 1
−2 0

]
, (53)

B =

[
0
1

]
, (54)[

0 1 0
−2 0 1

]
 

[
δ1 1 + δ2 0

−2 + δ3 0 1 + δ4

]
. (55)
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D1 =

[
1 0
0 0

]
,D2 =

[
0 0
0 1

]
, (56)

E1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,E2 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 , (57)

H =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (58)



Ví dụ 2 30/37

E1 [A − λI,B]−1 D1

[
x
y

]
= E1 [A − λI,B]−1

[
x
0

]

=


 p

x + λp
0

 : p ∈ C

 , (59)

E2 [A − λI,B]−1 D2

[
x
y

]
= E2 [A − λI,B]−1

[
0
y

]

=


 p

0
y +

(
λ2 + 2

)
p

 : p ∈ C

 . (60)



Ví dụ 2 31/37

∥∥∥E1 [A − λI,B]−1 D1

∥∥∥ =
1

1 + |λ|
, (61)∥∥∥E2 [A − λI,B]−1 D2

∥∥∥ =
1

1 + |λ2 + 2|
. (62)
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H [A − λI,B]−1 D1

[
x
y

]
= [A − λI,B]−1

[
x
0

]

=


 p

x + λp
λx +

(
λ2 + 2

)
p

 : p ∈ C

 , (63)

H [A − λI,B]−1 D2

[
x
y

]
= [A − λI,B]−1

[
0
y

]

=


 p

λp
y +

(
λ2 + 2

)
p

 : p ∈ C

 . (64)



Ví dụ 2 33/37

� Chọn p = 0 và p = − x
λ , ∀λ ∈ C:

d
(
0,H [A − λI,B]−1 D1

[
x
y

])
≤ min

{
max {|x | , |λx |} ,

∣∣∣∣2x
λ

∣∣∣∣} ≤
√
2 |x | .

(65)

=⇒
∥∥∥H [A − λI,B]−1 D1

∥∥∥ ≤
√
2 ∀λ ∈ C. (66)

� Dấu bằng với λ =
√
2i :

sup
λ∈C

∥∥∥H [A − λI,B]−1 D1

∥∥∥ =
√
2. (67)
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� Tương tự, với p = 0:

d
(
0,H [A − λI,B]−1 D2

[
x
y

])
≤ |y | , (68)∥∥∥∥H [A − λI,B]−1 D2

[
x
y

]∥∥∥∥ ≤ 1 ∀λ ∈ C. (69)

� Dấu bằng khi λ =
√
2i :

sup
λ∈C

∥∥∥H [A − λI,B]−1 D2

∥∥∥ = 1. (70)
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� Ước lượng bán kính điều khiển

1√
2
=

1

max
{
1,
√
2
} ≤ rmp

C (A,B) ≤ 1

max
{

sup 1
1+|λ| , sup 1

1+|λ2+2|

} = 1. (71)
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Cảm ơn mọi người đã chú ý lắng nghe!
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