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1 Inledning till rapporten

Projekten utgar ifran att man ska anvianda tva klassiska metoder: en fri pen-
dulum och en pendulum med periodisk oscillating pivot, den sistndmnda heter
Kapitza pendulum, dopt efter den rysska fysikern PyotreKapitza. Bada mo-
dellerna skall testa med friktion och utan friktion, Syftet med projekten ar att
i alla fyra fallen undersoka hur 6 och 6 kan fordndras med tiden med hjilp av
ordinéra differential ekvationer med initailvirdena 6 ~ 0 eller = m och en
starthastigheten 6 ~ 0.

Malet pa projekten ar att hitta stabiliteten och instabiliteten efter en viss tid
pa respektive jamvikstpunkter dvs. stabiliseringen vid start pa 6 ~ 7 och desta-
biliseringen vid start pa 6 = 0. Det ar tédnkt att varje fall analyseras numeriskt,
analytisk och grafiskt. Som hjdlpmedel har vi Matlab ODE45.

2 Analys av problemen

2.1 Dbeteende av fria pendulum utan friction

En fri pendulum utan friktion har ekvationen
10 = gsind (1)

dér g ar tyngdaccelerationen i m/s2 och 1 ar langden.
vi ska forst icekdimensionalisera ekvationen d& gor vi forst och framst en varia-
belbyte 7 =y/g/l.t vilket leder till att 6 = 9 = dfdz — 48\ /g /1 ¢

o o . dt drdt
j_ d*6d d?e
0= Gogz = Gz 9/1
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10 = gsing <= 6 — 9 sinf <= (efter variabelbyte) %z = —sinf. Nu
har vi inga enheter (1 och g i det fallet) kvar i ekvationen; alltsd dr ekvationen
dimensionslos bade pa HL och VL.

Vi kan siitta x1 = 22 och #2 = —sin(z1). Da far vi en system som
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Med hjalp av Matlab ode4b plottar vi phase portrait av den fria pendulum
utan friktion med start positionerna (vinkeln x-led) som [0, %, 2T och 7] och med
starthastigheterna [0, ]. Som grafiskt resultat far vi figur 1. Bilden ser mer eller
mindre ut som en cirkel och sédger oss om vi startat i noll eller 7 med hastighe-
ten noll stannar vi pa respektive punkt (alltsi stabila stationdra punkter) men
ddremot om vi startar i vinklar mellan (0,7) far vi cirkelliknande 6ga dér ju
nérmare noll vi startar desto finare cirklar vi far. Andrar vi starthastigheten till
g far vi andra typer av banor tx. vid startpositioner pa 7 flyger banan ivig.
Vi tar slutsatsen att for att denna punkt @ = 0 &r stabil (med eller utan sma
hastighet) alltsd pendulum med start pa 0 (utan friktion) &r stabil ddremot vid
startvilnek pa 7 med smé hastighet &r en pendulum instabil (OBS: om hastig-
heten § = 0 dé &r &ven 7 en stabil punkt).

inklar [0 (3/4)pi pil och hastigheter [0 pi/8]
T

Figur 1: Olika kvalitativa types of banor (icke-linjériserad).

En godtycklig ekvation som ger denna reslutat ir £ = AZ Dir A &r en
kvadratisk matris med trace(A) = 0 och Det(A) >0. ex. [g g} dar a, 8 # 0
och har olika tecken. En godtyckligt ekvations system ges av

? - (svar till fraga 1)
y=—Pz

vi kan linjariserar den dimesionslésa ekvationen 6 = —sind genom att sétta
sinf = 0 nér vinkeln 8 = 0 och sinf = —0 nér vinkeln § = 7 da far vi § = +60
syftet med linjérisering &r att kunna spproximera stabiliteten pa ett béttre och
enklare sétt. matrisen blir A = {_3?(1) x%2) och systemets utseende

xl’ 0 1| |xl -
Lﬁ,} = {1 0} LJ Det(A—A)=0 = Aj,p= =i dér Re(\) =0



0 1] |1 0 0 1|10 1 . . .
{_1 0} {O] = {_J och [_1 O] [1} = [0} vilket betyder med pilarna nerat

pa punkten och pilarna ar hoger pa punkten

1 1
0 0
Resultat fran analytiskt berdkning tyder pa en center.

Hér stodjer dven numeriska berdkningen av linjiriserade ekvationen min ana-
lytiska resultat. Bilden man far fran Matlab visar en center oberoende pé vilka
startpositionen och hastigheter man tar. Pa figure 2 anviindas; 6 (startpositio-
enerna) = [0, 2] och hastigheter 0 =10, o]

Tille skillnad fran icke-linjériserade fallet far vi hér bara en typ av banor dvs

Figur 2: phase portrait pa linjariserad pendulum utan friktion.

alla banor symboliserar cirklar (center).

. o [a1] o 1] [l B B
Vid start pa 6 = 7 far vi [z2’} = [1 O] [xQ] Det(A=X)=0 = Aj,2==1

med egenvektorerna } och 11} alltsd en sadelpunkt, se figur 3!

Figur 3: Fas portrait, linjariserad pendulum utan friktion med start pa 6 = 7.

2.2 Beteende av fria pendulum med friktion

En fri pendulum med friktion har ekvationen

10 = —In6 — gsind. (2)



dér v &r friktionen.

Vi kér samma metod (variabelbyte) hir som vi gjorde i fallet uan friktion for
att icke-diemsionalisera och linjérisera ekvationen.

Som resultat far vi § = ——2= — sinf. Har gor vi ytterligare en variabelbyte och

Va/l

sitter v* = ﬁ da varan friktion-force beror enbart pa en variabel dvs. v* och
g

den dimensionslésa ekvationens utseende blir § = —v*0 — sinf.
Systemet ser ut

2] - Lo +][23)

vi kan linjériserar den dimesionslosa ekvationen 6= —7* —sinf genom att sétta
sinf) = 0 nér vinkeln § = 0 och sinf) = —0 nér vinkeln § = 7 da far vi
0=—v0+06

. . G xl 0 1] [#1
Tillbaka till systemet efter lijarisering [x2’] = [_1 —’Y*} LUQ}

Det(A — M) = 0 och om vi tar v* = 0.1 (litet) = Aj,2~ —0.05 £ ¢ dér
Re()A) < 0 alltsa en stabil spiral.

0 1 1 0 0 1 0 1 .
{1 0'1] [O} = [1] och [1 0.1} [1} = [0.1] vilket betyder med

och pilarna ar hoger pa punkten 1 bilderna fran

1
0 0
matlab styrker min analys, se figur 4!

pilarna nerat pa punkten

Figur 4: Olika kvalitativa types of banor (icke-linjériserad).

Startar vi i 0 eller m (pa jimviktspunkterna) i det icke-linjiriserade fallet
med starthastigehten exakt 0 &r punkterna stabila (banorna sitter stille) och det
hénder ingenting, pa startvinklarna mellan 0 och 7 far vi en stabilt spiral som
mer eller mindre &r cirkellikt. Déremot knuffar vi med lite hastighet § = 7 /8 far
vi inte ldnge stabilitet pa 6 = 7w (flyger ivdg) men fortfarande stabilt pa 6 = 0.
Pa den linjériserade fallet far vi en stabil spiral som har samma form oberoende
av startvinklar och starthastigheter, se figur 5! Darfor kan vi alltid approximera
béattre beteendet om stabilitet eller instabilitet med linjariserade ekvationer.
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Figur 5: banorna (linjériserad).

2.3 pendulum med vertically oscillating pivot
10 = —1v0 — [g + &(t)|sind <= (3)
(e(t) = Acos(wt) &r en periodisk funktion med A och w som konstanter) 6 =

—y6— [ — %2cos(wt)]sin9. Variabelsubstitution (annat &n tidigare) t' = wt =

dt’ = wdt vilket ger oss w20 = —ywl — [ — %QCOS(t’)]sinQ =
6 = ,%9 — i - Zeos(t')]sind. Sitter vi z1 = 0,22 = 0 far en ett system av
forsta ordnings differentialekvationer:

xl’ = x(2)

22 =% F ?cos(t’)}sin(x(l)) - 2x(2)
for fallet utan friktion ar ekvationen:

10 = —[g + é(t))sinf — (4)

Efter variabelsubstiturion far vi 6 = —[i% F “4cos(t')]sinbd

OBS: vi kan dven ha bade plustecken och minustecken framfor oscillationstermen
eftersom funktionen &r periodisk sd kommer vi principiellt fa samma beteende

oavsett tecknet.

Tar vi a = ;% och € = 2% och 3 = 1 far vi tabellen nedan som visar dimen-

sionslosa differential ekvationer

utan friktion med friktion

Vertikal oscillating pivot | § = —[a + 2ecos(t’)]sin(0) | § = —p0 — [ + 2€ cos(t')]sin(0)

For linjdrisering noterar vi férst att for sma virden pa 6, for € kring 0, har vi
da sin(f) = 0 och for 8 kring 7 har vi da sin(0) =~ 7 — 6 darfor andrar vi minus
tecknet framfor [ | till plus. da far vi de linjériserade diffrenetialekvationerna

nedan:



Vertikal oscillating pivot | utan friktion med friktion
0~0 0 = —[a + 2ecos(t’)]0 0 = —p36 — [a+ 2ecos(t')]0
0~ 0 = +[a+ 2ecos(t)](0 —m) | § = —B0+ [a + 2ecos(t)](0 — )

For 6 ~ 0 far vi systemet:

- z1’ 0 1| [zl e

= [x?’] - |:oz — 2ecos(t’) ,8} [;1:2} = A(t)z (5)
For 6 ~ « far vi systemet:

- xl’ 0 1] |zl N

= {x?’] - [a + 2ecos(t') B} {x?} = Alt)z (6)

dér i fallet utan friktion tar vi —8 =0

Forst tittar vi pa den oscillerande pendulum med friktion med 6 ~ 7 och
en starthastighet ~ 0. Parametrarna hir har samma virde givna véirde som
tidigare dvs. | = liangden = 2 och amplituden 10% av [; A = 0.2. Vi testa
med liten friktion v = —0.1, samtidigt tar vi ett lingre tidsintervall; ¢’ eller
7 = [0,300], for da blir lattare och sékrare att finna stabiliteten.
Med hjélp av en for-loop pa matlab som loopar genom w € [0, 150] far vi V w >
31.6 har vi stabilitet och for w < 31.6 far vi instabila. alltsa w > 31.6 &r gransen.
For fallet utan friktion nér vi loopar som ovan for w € [0, 150] far vi samma svar
dvs Yw > 32 far vi stabilitet, se figur 6!

Figur 6: Oscillerande pendulum med friktion kring 6 ~ 7 och w =~ 31.6
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Nu ska vi starta med jamviktspunkten 6 =~ 0 och 6~0 pé oscillerande pen-
dulum utan friktion for att hitta ett/flera intervall for w = wyes dér pendulum
blir instabilt. Vi kan anta forst att instabilitets grinsen vid start néra noll &r
/4 och —7/4 och samtidigt tar vi tidsintervallet stort och lata Matlab loopar



genom w = [0, 20] med smé steglingd. Som resultat far vi oilka intervall:

1) Wres € [4,4.85], ii) wyes € [9.05,9.10] och  iii) wres € [16.05,20], se figur 7!
Observera att vi kan hitta fler intervall fér w;,..s om vi loopar genom storre
intervall &n w = [0, 20]

Figur 7: Pivot pendulum utan friktion kring 6, ~ 0 och w ~ 2/g/I

Med fallet med ett litet och specifik friktion v = —0.1 fast med samma
tidsintervallm och parametrar som tidigare far vi wyes € [4.05,4.75] vilket kan
tolkas att friktionen kan pa sétt och viss kan férsvara instabiliteten, se figur 8!

Figur 8: Pivot pendulum med friktion kring 6,0 ~ 0 och w ~ 2/g/l

Vi kan vélja wyes = 2,/g/1 = 4.4294: som en specifik resonans frekvens (alltsa
2 ganger den naturliga frekvensen) och forsoka testa det med fallet utan pivot
(bade med friktion och utan friktion) med 0,6 ~ 0. Som relutat far jag ingen
instabilitet (bade med eller utan friktion) med given w,.s = 2,/g/l. Alltsa det
skilljer sig mellan pendulum med pivot och utan pivot i det hér fallet. Pendulum
utan pivot ar alltid stabilt, det kan beror péa att det saknar pivot.

Figur 9: Utan pivot och friktion med w & 2,/¢g/! kring 0,0 ~0




Figur 10: Utan pivot och men med friktion med w = 2,/¢g/ kring 0,0 ~0

2.4 Floquet teori
Tillbaka till funktion (3) och funktion (4) och ekvationssystemen (5) och (6)

Vertikal oscillating pivot | utan friktion med friktion
6~0 0 = —[a + 2ecos(t’)]0 0 =—B0— o+ 2ecos(t')]d
0~ 0 = +[a+ 2ecos(t)](0 —m) | § = —B0+ [a + 2ecos(t)](0 — )

De ekvationerna ovan ar redan linjariserade kring 6. Vi gor en variabelsubstitu-
tion § = @ — 7 da ekvationen kan skrivas som 6 = —36 + [a + 2ecos(7)]d dir i
fallet utan friktion sétter vi g = 0.

For enkelhetens skull tar vi 7 = ¢’ dvs. tiden. Vi observera att A(7) pa (5) och
(6) ar periodeiska med perioden 2.

Enligt Floquet sats.352 [s.64 Sze-Bi Hsu|; om ®(7) &r en fundamental matris
till ett peridisk linjéart system si #r dven ®(7 4+ T') &r en fundamental matris
till samma system. Dessutom 3 en konstant matris R € C?*? (samma storlek
som A) och en periodisk matris P(r) = P(r + T), P(r) € C*? sadant att
®(7) = P(7)eT® dir T dr perioden 27 (samma period)

Da giiller i sa fall att 3 en icke-singular matris C' € C?*? sidant att ®(7 +7T) =
o(7)C.

Enligt Sats.3.5.1 [s.62 Sze-Bi Hsu| kan C skrivas som som e®T dir R € C?*2
ar icke-singulir ty C' € C2*2 och icke-singulér.

Vi later ®(0) = Io.o dér Io.o dr identitet matrisen av samma storlek som A,
da dven P(0) = Iy = P(T) dvs. ®(T) = e?7T vilket = ®(0)"1®(T) = &(T) =
eRT | Detta kallas Monodromy matris. I Det allménna fallet har monodromy
matris formen ®(7)71®(7 + T) = 7.

Egenviardena av Monodromy matrisen pp, po kallas karakteristiska multiplar
och egenvirdena till var matris R, p1, p2 kallas karakteritiska exponenterna. Vi
anviinder nu Abels sats som séiger oss om ®(7) #r en 16sning till 2/ = A(7)Z till
(5) och (6). s& ar

det®(t + s) = det®(s)els trace(Aw)du,

I fallet med friktion pa numeriks beréknigen tar vi tiden 7' € [0, 27] med 100
steglangd dar egentligen plockar vi ut den sista dvs. matrisen vi far nar tiden




nar 27. Detta ar en 2 % 2 matris.
Later vi o = 7% och € = 4 loopar genom I, € [0,5] och I, € [—3,3] med 100
steg pa varje far vi 10 000 olika monodromy matriser.

Vi vill nu hitta de karektaristiska multiplarna som &r de tva 16sningarna till

det(®(T) — pl*) =0

det(®(T) —pl*) = ¢1gli>2: a d);jli ul = 12— (P11 + P22) + 11022 — 12021 =

u? — p*trace(®(T)) + det(®(T)) = 0.

Vi I6ser andragradsekvationen:
fi1,2 = Ltrace(®(T)) £v/trace(®(T))% — 4det(0(T))).
Vi later nu ¢ = trace(®(T)) och eftersom det(®(T)) = e~ #T sa har vi
p2 = 3lp £/? — e A1),
Vi far sammanlagt 10000 st p1, pe och utav dem plockar vi endast sddana som
uppfyller kravet pa nedanstaende sats.

Enligt Sats 3.5.5 [s.65 Sze-Bi Hsu] s& dr 16sningen till (5) och (6) asymptotiskt
stabil om och endast om |u;| <14 =1,2.
Startar vii 6 = 0 utgar vi fran systemet (5).
Startar vi i # = 7 utgar vi fran ekvations systemet (6). alltsi skillnaden blir
bara tecknet.
Vi tar 3 = 2 = 0.01; alltsa en fix friktion for enkelhetens skull pa bada fallen.
Som numeriska resultat far vi med start pa 6 = 7 stabilitet pa
a = (0, 0.0505, 0.101, 0.1515, 0.2525, 0.3030, 0.4545), dér den minsta o <
0.0505; alltsa néra noll.
iz = w =,/ Tar vi lingden som 2 motsvarar smé a (néra noll)
mot w > 32. Alltsa far vi samma svar som uppgift 4.

o =

Stabilitet pa e = (+£2.212,+0.5757, +0.4545, +0.3939, £0.3333, £0.2727,
+0.2121, +0.1515, +0.0909, £0.0303) Vi far ett symmetrisk intervall pa e—leden.
A

€ = 5, = amplitudenA = € x 2]. Vi plockar den minsta ¢ = 30.0303 med

samma lingd = 2 far vi minsta amplituden for stabiliteten som A = 4+0.1212.

Som numeriska med start pd § = 0 (samma intervall for o och € och samma
friktion) far vi nedanstiende stabilitets diagrammet.
Tittar vi noggrant p& bilden ser vi att vi har inga prickor mellan intervall
a € (0.2,0.3).
Enligt uppgift 5 (fallet med friktion) fick vi en instabilitets intervall (vid start
0 = 0) wres € [4.05;4.75].

Hér har vi a = ;%;. Stoppa vi de givna [4.05;4.75] istéllet for w far vi ett
intervall for « = [0.2174;0.299] vilket matchar vil med figurl2 ty pa bilden
mellan intervall a € (0.2, 0.3) finns inga prickor.



Plockar vi den minsta € dvs. |e| = 0.0303. ¢ = 4 = amplituden A = e* 2] =
0.1212.

Dock ar jag inte 100% siker pa att A = 0.1212 dr den minimala amplituden
som &r nodvindligt for att observera instabilitets egenskapen i det hér fallet.

Figur 11: De markerade omraden adr kombination av a och € dér vi har stabilitet
kring =«

eps
T

Figur 12: De markerade omraden ar kombination av a och € dér vi har stabilitet
kring 6 =0
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3 Matlab codes

%% 2 Free pendulum med friktion

clc; clear all;

% for system parametets

%hg = 9.81;

%L = 5.5; Y, perioden beror pd ldngd och friktion
Gm = 0.1; % friktion

f = 0(t, x) [x(2); -Gm*x(2) - sin(x(1))];

yl = linspace(-2, 8, 50);

y2 linspace(-2, 2, 50);

[x, y] = meshgrid(yl, y2);

u = zeros(size(x));

v = zeros(size(x));

t = 0;

for i = 1: numel(x)

Yprim = £(t, [x(i); y(i)1);
u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x, y, u, v, ’black’);
figure(gct)

title(’Free pendulum med friktion med startvinklar [0 pi/2 (3/4)#*pi pi]
och starthastigheter [0 pi/8]7)
xlabel (’positioner i radien’)
ylabel (*hastigheter’)

axis tight equal;

hold on
for y21 = [0 pi/8]; % for olika hastigheter fran O till pi
for y20 = [0 pi/2 (3/4)*pi pil % £6r olika vinklar/positioner fr&n 0 till pi

[t, X] = oded45(f, linspace(0, 30), [y20; y211);
plot(X(:, 1), X(:, 2))

plot(X(1, 1), X(1, 2), ’bo’) %starting point
plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point
end

end

hold off

% 2 olika typer

%% 1 free pendulum utan friktion
clc; clear all;

% for system parametets

%g = 9.81;

hL =33

11



f=0e(, V) [Y(2); -sin(Y(1))]; % def. of diff. ekv.
y1 = linspace(0, 25, 20);

y2 = linspace(-2, 2, 20);

[x, y] = meshgrid(yl, y2);

u = zeros(size(x));

v = zeros(size(x));

t = 0;

for i = 1: numel(x)

Yprim = £(t, [x(i); y(1)1);
u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x, y, u, v, ’black’);
figure(gcf)

title(’Free pendulum utan friktion med olika vinklar [0 (3/4)#*pi pil
och hastigheter [0 pi/8]°)

xlabel(’position’)

ylabel (*hastighet’)

axis tight equal;

hold on

for y21 = [0 pi/8] % hastigheten thetha prim

for y20 = [0 (3/4)*pi pi] % vinkel theta eller positionen

[t, X] = ode45(f, linspace(0, 20), [y20; y211); % tiden tar slut,
vi kan testa med léngre tider med.

plot(X(:, 1), X(:, 2))

plot(X(1, 1), X(1, 2), ’bo’) Ystarting point

plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point

end

end

hold off

% 4 olika typer 77
figure(2)

plot(t, X(:, 1))

%% 3 linearization eq. utan friction
clc; clear all;
Y(1) = 0;

f=0(t, V) [Y(2); -Y(1)]; % def. of diff. ekv.
yl = linspace(-1, 1, 20);

y2 = linspace(-1, 1, 20);

[x, y] = meshgrid(yl, y2);

u = zeros(size(x));

v = zeros(size(x));

12



t = 0;

for i = 1: numel(x)

Yprim = £(t, [x(1); y(@)1);
u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x, y, u, v, ’black’);
figure(gct)

title(’Free pendulum utan friktion med start vinklar [0 pi/4]
och start hastigheter [0 pi/8]°)

xlabel(’positioner médtt i radien’)

ylabel(’hastigheter’)

axis tight equal;

hold on

for y21 = [0 pi/8]

for y20 = [0 pi/4]

[t, X] = ode45(f, linspace(0, 20), [y20; y211); % tiden tar slut,
vi kan testa med léngre tider med.

plot(X(:, 1), X(:, 2))

plot(X(1, 1), X(1, 2), ’bo’) Ystarting point

plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point

end

end

hold off

% bara en typ av 1dsning

%% 3. sadellpunkt
dxdt = @(t, X) [X(2); X(D];

% Producing vectorfield: -—--—------—---cmmmmm
yl = linspace(-2,2,20);

y2 = linspace(-2,2,20);
[x,y] = meshgrid(yl,y2);

u = zeros(size(x));
z = zeros(size(x));
t=0;

for i = 1:numel(x)

fx = dxdt(t, [x(1); y(@D)1); % x> = £(x, t)
u(i) = £x(1);
z(1) = £x(2);

end

quiver(x,y,u,z,’r’);
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hold on
axis tight equal;
axis([-2, 2, -2, 2])

H = linspace(0, 10);
for x10 = linspace(0, pi, 5)
for x20 = linspace(0, pi, 5)
initial = [x10, x20];
[ts,x] = ode45(dxdt,H,initial); % Lek runt med initialvarden
och H for att rita ut losningar.
plot(x(:,1),x(:,2), ’b’)
end
end
hold off

%% 3. Linearization eq. with friction
clc; clear all;

Gm = 0.1; Y% friktion

f = 0(t, x) [x(2); -Gm*x(2) - x(1)];

yl = linspace(-4, 4, 20);

y2 = linspace(-4, 4, 20);

[x, y] = meshgrid(yl, y2);

u = zeros(size(x));

v = zeros(size(x));

t = 0;

for i = 1: numel(x)

Yprim = £(t, [x(1); y(E)1);

u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x, y, u, v, ’black’);

figure(gct)

title(’Free pendulum med friktion med start vinklar [0 pi/2 (3/4)*pi pil
och start hastigheter [0 pi/8]’)

xlabel (’positioner métt i radien’)

ylabel (*hastigheter’)

axis tight equal;

hold on

for y21 = [0 pi/8]

for y20 = [0 pi/2 (3/4)*pi pil

[t, X] = ode45(f, linspace(0, 30), [y20; y211);
plot(X(:, 1), X(:, 2))

plot(X(1, 1), X(1, 2), ’bo’) %starting point
plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point
end
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end

hold off

% bara en typ av 18sning

%stabilt spiral, kolla rikningarna dédr du fick egenvdrdena och
%egenvektorerna

%% 4. pendulum with priodically oscillating pivot utan friktion close
%% to upwards, we check the stability For-Loop
clc; clear all;

g = 9.81;

A =0.2;

L = 2; Y% perioden beror pd lédngd och friktion
tht = (15/16)*pi;

thtP = 0;

t = linspace(0, 300, 1000);

wi= [];

% w = 31.5999; % for att frekvens lika eller storre dn 32 far vi stabilisitet om
% we borjar uppwards med hastogheten=0 och positionen nira pi
for w = 0:150
f=0(t, x) [x(2); - sin(x(1)) + ((A*xw~2)/g)*cos(t*wxsqrt(L/g))*sin(x(1))];
[T, x] = oded45(f, t, [tht; thtP]);
condition = (3/4)*pi < x(:, 1) & x(:, 1) < (5/4)*pi;

if all(condition)
wl = [wl, wl;

end
end
subplot(2,1,1)
plot(x(:, 1), x(:, 2))
title(’Pivot pendulum med friktion=-0.1 och startpunkten ndra pi och start hastigheter 0’)
xlabel(’Tiden’)
ylabel (’Positioner?)

%% uppgift 5; pendulum with vertically oscillation (utan friction) close
%% to downward. we check the instability
clc; clear all;

g = 9.81;
A =0.2;

L =2;

tht = 0.1; % start-positionen/vinkel

thtP = 0.1; % theta prim/hastigheten

wl = [];

t = linspace(0, 3000, 1000);

%w = sqrt(g/L)*2;

for w = 0:0.05:20 % virdena 4. 4.1 4.2 4.3 4.4
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f =0(t, x) [x(2); -g/(Lxu~2)*sin(x(1)) + (A/L)*cos(t)*sin(x(1))];
[T, x] = ode45(f, t, [tht; thtP]);
condition = pi/4 < x(:, 1) | x(:, 1) < -pi/4;
if (any(condition))
wl = [wl, wl;
end
end

subplot(2,1,1)

plot(T, x(:, 1))

title(’Resonansfrekvensen=4.4294 for Pivot pendulum, utan friktion med
startpunkten och start hastigheter ndra noll’)

xlabel(’Tiden’)

ylabel(’Positioner’)

%% 5 plot for instability resonans (vertically oscillation med friction)
%% close to downward.
clc; clear all;

g = 9.81;
A =0.2;
L =2;

Gm = -0.1;

tht = 0.1; % start-positionen/vinkel

thtP = 0.1; J theta prim/hastigheten

t = linspace(0, 3000, 1000);

wi = [];

w = sqrt(g/L)*2;

%for w = 0:0.05:20
f =0(t, x) [x(2); (Gm/w)*x(2)-g/(L*xw~2)*sin(x(1)) + (A/L)*cos(t)*sin(x(1))];
[T, x] = ode45(f, t, [tht; thtP]);

% condition = pi/4 < x(:, 1) | x(:, 1) < -pi/4;
h if (any(condition))

% wl = [wl, w];

% end

%end

subplot(2,1,1)

plot(T, x(:, 1))

title(’Pivot pendulum med friktion=-0.1 och startpunkten n&ra noll och
start hastigheter ndra noll’)

xlabel(’Tiden’)

ylabel(’Positioner’)

%% 5. Jamférelse med free pendulum utan friktion och med friktion l&dgg till

%% resonans friktionen Wres = 2sqrt(g/L)
clc; clear all;
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% for system parametets

g = 9.81;

L =2;

force = 0.1;

Wres = 2%sqrt(g/L);

f =0(t, V) [Y(2); -force*xY(2)-Wres*sin(Y(1))]; % def. of diff. ekv.
y1l = linspace(0, 25, 20);
y2 = linspace(-2, 2, 20);
[x, y] = meshgrid(yl, y2);
u = zeros(size(x));

v = zeros(size(x));

t = 0;
for i = 1: numel(x)
Yprim = £(t, [x(i); y(i)1);

u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x, y, u, v, ’black’);

figure(gcf)

title(’Free pendulum nir vi l&gger till resonans frekvensen (med friktion) med
olika start vinkel och starthastigheten n&dra noll’)

xlabel(’position’)

ylabel(’hastighet’)

axis tight equal;

hold on

for y21 = [0.1] % hastigheten thetha prim

for y20 = [0.1] % vinkel theta eller positionen

[t, X] = ode45(f, linspace(0, 3000, 1000), [y20; y21]); % tiden tar slut,
vi kan testa med léngre tider med.

plot(X(:, 1), X(:, 2))

plot(X(1, 1), X(1, 2), ’bo’) Ystarting point

plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point

end

end

hold off

% 4 olika typer 77

figure(2)

plot(t, X(:, 1))

title(’Free pendulum ndr vi l&dgger till resonans frekvensen (med friktion) med
olika start vinkel och starthastigheten n&dra noll’)

xlabel(’tid?)

ylabel(’position’)

%% 6 pendulum with vertically oscillation (without friction) close
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%% to downward. we check the instability
clc; clear all;

g = 9.81;

A =0.2;

L =2;

tht = 0.1; %positionen/vinkel

thtP = 0.1; Ytheta prim/hastigheten

t = linspace(0, 5000,5000);

w = 100; %w = sqrt(g/L)*2; %fér w >= 151 bdrjar det hinda nanting
f=0(t, x) [x(2); -g/@xw~2)*x(1) + (A/L)*cos(t)*x(1)];
[T, x] = ode45(f, t, [tht; thtPl);

subplot(2,1,1)
plot(T, x(:, 1))

Tl ToTototo o oo o ToTo oo o o o To ToTo o o oo o o To T o 1o oo o o
function DY = upp7(t, y, a, eps)

%hg = 9.81;

%#Gm = -0.01;

WL = 2;

%A = 0.2;

%w = 155;

%w = sqrt(g/(a*xL));
%A = eps * L;

ha = g/ (L*w"2);

%eps = A/L;

%force = Gm/w;

force = -.025;

DY = zeros(2,1);

DY(1) = y(2);

DY(2) = forcexy(2)+(at+2*eps*cos(t))*y(1); %pd uppgift 8 tag -(g/(L*w~2) istdllet
Tl ol lo oo To T To To To To To T T Jo T T T T oo oo oo oo o oo o

T ot to lototoTots To ot To To o to To o to Vo foto o foto o foto o foto To Foto to Fo o to fo o UpPEift7 linjédriserade vertically oscillation

Tt Tots Toto o To o Toto To o fo o o To o To o Yoo oo o Fo o To o Yot Fo to o to o fodofode. with friction around the upward, theta lika med pi
tic

T = linspace(0, 2*pi, 100);

a = linspace(0, 5, 100);

eps = linspace(-3, 3, 100);

al = [I;

epsl = [];
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for k = 1:length(a)
for j = 1:length(eps)
[t,y1] ode45(@(t,y) upp7(t, y, alk), eps(j)),T, [1, 01);
[t,y2] = ode45(@(t,y) upp7(t, y, alk), eps(j)),T, [0, 11);
Phi = [yl(end,:); y2(end,:)];
% Here we calculate the characteristic multipliers,
% i.e. the eigenvalues
mul(k, j) 1/2*(trace(Phi) ) +(sqrt ((((1/2) *trace(Phi))~2-det(Phi)))); %100x100
mu2(k, j) = 1/2*(trace(Phi))-(sqrt((((1/2)*trace(Phi))~2-det(Phi)))); %100x100
% Here we check the stability conditions
if (abs(mul(k, j)) <= 1 && abs(mu2(k, j)) <=1 )
plot(a(k), eps(j), ’*°);
al = [al, a(k)];
epsl = [epsl, eps(j)];
hold on
%elseif abs(trace(Phi)) <= 2
%plot(a(k), eps(j), ?*);
%al = [al, a(k)];
hepsl = [epsl, eps(j)];
% skit(j, k) = eps(j);
% hold on
%helse
end
end

end

xlabel(’a’);
ylabel(’eps’);
axis([-2,5,-3,3])
toc

TololoToToToToTo oo ta o o o o o o o o o oo oo oo o o o o o o o oo ToTo o To o

Tl ToToto oo oo T ToTo oo o o o T To To o o o oo o o To o o o oo o o To T o 1o o
function DY = upp8(t, y, a, eps)

%hg = 9.81;
%Gm = -0.01;
WL o= 2;

%A = 0.2;

%w = 155;

%w = sqrt(g/(a*xL));
%A = eps * L;

ha = g/ (L*w"2);
%eps = A/L;

%force = Gm/w;
force = -.001;
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DY = zeros(2,1);

DY(1) = y(2);

DY(2) = forcexy(2)-(a+2*eps*cos(t))*y(1);
Tl ToTototo o oo T ToTo oo o o o o To ToFo o o oo o o To T o o oo o o To T o o o

ToTo oo oo o o oo oo o o oo oo o o o oo o o o o oo o o o oo o oo
%% 8. linearized with vertically oscillation pivot with small
%/ friction around the downward theta = 0

tic

T = linspace(0, 2xpi, 100);

a = linspace(0, 5, 100);

eps = linspace(-3, 3, 100);

a2 = [J;

eps2 = [J;

for k = 1:length(a)

for j = 1:length(eps)

[t,y1] = ode45(@(t,y) upp8(t, y, alk), eps(j)),T, [1, 01); % y1 = 100x2
[t,y2] = ode45(@(t,y) upp8(t, y, a(k), eps(j)),T, [0, 11); % y2 = 100x2

Phi = [yl(end,:); y2(end,:)]; % den &r monodromy matris
% Here we calculate the characteristic multipliers,
% i.e. the eigenvalues

mul(k, j) = 1/2*(trace(Phi))+(sqrt((((1/2)*trace(Phi))~2-det(Phi)))); % 100x100
mu2(k, j) 1/2*(trace(Phi)) - (sqrt ((((1/2)*trace(Phi))~2-det(Phi)))); % 100x100
% Here we check the stability conditions
if (abs(mul(k, j)) <= 1 && abs(mu2(k, j)) <=1 )
plot(a(k), eps(j), ’0%);
a2 = [a2, a(k)];
eps2 = [eps2, eps(j)];
hold on
% elseif abs(trace(Phi)) <= 2
hplot(a(k), eps(j), ’0’);
%a2 = [a2, a(k)];
%heps2 = [eps2, eps(j)];
% hold on
% else
end

end
end
xlabel(’a’);
ylabel(’eps’);
axis([-2,5,-3,3])
toc
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Tl ToToto o o oo foToTo oo o o o o o ToFo o fo o o o o JoFo oo o o o o o Fo o o o

Tl doto ot To To o To To o To To o to o Vo to o fo Fo o Fo Jo o Fo Vo o Voo o Fo o o Fo o Fo o o Fo o
function dy = mathieu(t, y, a, eps) %ft ,f,gt,g)

dy = [y(2); -a - eps * cos(t)];

%function dydt = myode(t,y,ft,f,gt,g)
%[T y] = ode45(@(t,y) mathieu(t,y,ft,f,gt,g),Tspan,IC); % Solve ODE

%[T,y1]l=0de45(@(t2,v)mathieu(t2,v,a(k),eps(j)),t,vl);
hdy = [y(2); -a - eps * cos(t)];
Tt o ts Tt o To o Toto To s oo o To o To o Fo o o o o oo oo Yoo o o o oo o Fo o o o
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