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1 Introducao

Primeiramente, vamos enunciar o Teorema de Morley:

“Em qualquer tridngulo, os trés pontos de intersec¢dao das trissetrizes
adjacentes formam sempre um tridangulo equilatero.”

Observando a prova de Dan Sokolowsky publicada na Revista Escolar de la Olimiada
Iberoamerica de Matemdtica e de Coxeter e Greitzer encontrada no livro Geometry Revisited,
podemos determinar uma demonstragdo que utiliza apenas os conceitos da Geometria
FEuclidiana Plana.

1.1 Demonstracao - por Geometria Euclidiana Plana

Dado um tridngulo ABC, seja A=3a,B=38¢C = 3v. Em seguida, constroem-se
as trissetrizes de B e C , assim obtendo os pontos de encontro dessas trissetrizes nomeados
de E e GG, onde E é o encontro das trissetrizes adjacentes. Desta forma, BE e CE sao
bissetrizes dos angulos CBG e BCG, respectivamente.

A

Pode-se observar que o ponto E é incentro do tridngulo BC'G. Desta forma, tragando
as retas r, s perpendiculares & BG e GC' passando pelo ponto E, encontraremos os pontos:



H=rNAB,J=rNBG, K=sNGC, I =snAC.

Temos, por contrucdo, que EBJ = JBH e EJB = HJB. Desta forma, tendo JB
como lado comum podemos concluir que EBJ = HBJ. Conclui-se entdo que BH = BE
e portanto o trianguo EBH ¢ isosceles, implicando que B.J é a altura relativa a base e
portanto JE = JH.

Analogamente, teremos K E = KI. Mas, como temos E é o incentro do tridangulo
BGC, isso implica que JE = EK que nos leva a concluir que:

HJI=Z2JE=ZFEK=2KI HE=FEI

Podemos observar que EBC =~ EBJ = 8 e ECB =~ ECK = ~. Dessa forma,

teremos:
BEC =180° — 8 — ~

Além disso, como os triangulos EBJ e EKC sdo retangulos em J e K, respectiva-
mente, temos que:

BEJ=90°— e CEK = 90° — v
Portanto,
HET = 360° — (180° — 8 — ) — (90° — 3) — (90° — ~) HET = 2(8 + )

Mas sabemos, do triangulo ABC que 3a + 38 + 3y = 180°, logo a + 3 + v = 60°
que implica em § + v = 60° — «

Por fim, chegamos que HEI = 120° — 2a
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Agora, controe-se uam circunferéncia A que contém os pontos A, H e I.

Vamos definir os seguintes pontos:
O = centrol\) M =AUHE, Q=AUBG S=AUIE, P=XUCG

E em seguida, tracar os raios, destes pontos, da circunferéncia A. Pelo teorema do
angulo central teremos que HOI = 2H Al, dessa forma:

HOI = 6a

Como HE = FEI, OH = OI (raio de \) e OF é lado comum aos tridngulos
HOFE e IOFE, teremos, pelo caso de congruéncia LLL, que HOE = IOFE. Dessa forma,
HOE = 1I0F e HEO = IEO que implica que OF é bissetriz de HOI e HEI.

Isso nos leva a concluir que:

20FH = HEI — OEH = 60° — a 2HOE = HOI — HOE = 3a
OHE = 180° — (60° — ) — 3a = 120° — 2a

Temos, por construgao, que OH M é isosceles de base HM. Logo, OHM = OMH.
Pelo teorema do angulo externo, teremos

MOE + OEM = OMH MOE = (120° — 2a) — (60° — o) = 60° — «

Isso vai nos dizer que o triangulo OM E é isosceles de base OF. Analogamente, o
tridngulo OSE ¢ isosceles de base OF ¢ SOE = 60° — a Como SOE = MOE, OM = 0S8
e eles possuem OF em comum, pelo caso de congruéncia LAL, teremos OME = OSE e
portando o quadrilitero OMES é um losango.
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Assim, podemos determinar que a reta que contém MFE é paralela a reta que
contém OS. Como OHFE = 120° — 2o = EEH, temos que o trapézio OHFES é is6sceles.
Dessa forma, a mediatriz BG de HE é também mediatriz de OS.

Como o ponto @ estd sobre BG, temos OQ = Q5. Mas OQ = OS5, logo o tridngulo
0OQS é equilatero, implicando que QOS = 60°.

Como o angulo SOF = 60° — « teremos que:
QOE = Q0S — SOE QOF = «
Logo, teremos
QOH =3a —a =2a SOI =3a — a =2a QOP = 2Q0F = 2a
Pelo teorema do angulo central, teremos
QAH = QOH/2 = o SAI = SOI/2 = a QAP = QOP/2 = «

Logo, os pontos Q e P estao sobre as trissetrizes de A.
Como OH = 0@ = OP = 0OI, temos HOQ = QOP = POI. Assim, HQ = QP.

Sabendo que @) esta sobre a mediatriz de HE, temos QF = QH. Analogamente,
PE = PJI.

Isso nos leva a concluir que:
QEE2HQ=ZQP EP=EPIZQP QE=ZQP=PFE

Conclunido assim que o tridngulo QPFE é equilatero e os pontos ), E e S sdo os pontos
de intersec¢do das trissetrizes adjacentes.
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