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@ Forma Linear:
Definigdo

di,d2,...dp
X1, X2, ...Xp

aixy + axxo + -+ - 4 apXy

Todas as variaveis estdo numa forma linear, na
primeira poténcia e ndo existem produtos de
variaveis.
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Quadriticas @ Forma Quadraticas:

a) Termos Mistos:

Definigdo
agXjX;

2 2 2
a]_Xl 3 32X2, e aan

Combinando os termos x;x; com x;x; evitamos
duplicacdo desses termos e assim teremos:
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a) Termos Mistos:
Definigdo
agXjX;

2 2 2
a]_Xl 3 azXQ, e aan

Combinando os termos x;x; com x;x; evitamos
duplicacdo desses termos e assim teremos:

31X12 + 32X22 + e 4 anxg (1)
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Definigdo

Forma Quadratica arbitraria de R3:

31X12 aF 32X22 aF 33X§ T 234X1X2 T 235X1X3 ar 236X2X3 (2)
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Expressando (1) e (2) como Matriz, temos:

2 2 a1 a3 X1
a1 Xy + X, + 233X1X2 = [ X1 X } |: 3 2 :| |: X :|
3 2 2
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Expressando (1) e (2) como Matriz, temos:

[ xz}{al 33HX1} = XTAX  (3)

dz ar X2
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Definigdo _

2 2 2
a1 Xq + do Xy + az Xy + 234X1X2 + 285X1X2 + 235X2X3 =

dy dgq as X1
[Xl X2 X3} dg dy dg X2 (4)
ds a6 as X3
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Definicdo de Formas Quadraticas

Observe que a matriz A nessas féormulas é
simétrica e geu suas entradas na diagonal sdo
os coeficientes dos termos quadrados e que
suas entradas fora da diagonal sdo a metade
dos coeficientes dos termos mistos.
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diy d4 as X1
[Xl X2 X3:| dq dp dg X2
ds de a3 X3

a1XZ 4 a3 4 33Xz + 2agxyx0 + 2asx1xz + 2agx0x3 (5)
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Definigdo

dy d4 as X1
[Xl X2 X3} ds dp dp X2
ds de a3 X3

2 2
a1x12 + axXy + azx3 + 2asxi X2 + 2asx1 X2 + 2agXoX3



@ Definicdo de Formas Quadraticas

CEFET-MG

Formas
Quadraticas

Egmon Pereira

Definigdo

Em geral, se A é uma matriz simétrica nxn e x

é um vetor-coluna nx1 de variaveis, ent3o:

Qa(x) = XTAX (6)
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Quando for conveniente, (6) pode ser expressa

Definigdo

em notacdo de produto escalar como:

Qa(x) = XTAX
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Quando for conveniente, (6) pode ser expressa
em notacdo de produto escalar como:
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Nos casos em que A é uma matriz diagonal, a

Egmon Pereira

forma quadratica Q4 ndo tem termos mistos,
logo, a matriz nxn fica:

Definigdo
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Nos casos em que A é uma matriz diagonal, a

Egmon Pereira

forma quadratica Q4 ndo tem termos mistos,
logo, a matriz nxn fica:

Definigdo
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E se A tem entradas diagonais A1, Ao, ... Ap;

Egmon Pereira

entao:

Definigdo
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Exemplo 01 Expresse a Forma Quadratica em notacdo
Matricial x" Ax, com A simétrica.

2x2 4 6xy — 5y?
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Exemplo 01 Expresse a Forma Quadratica em notacdo
Matricial x" Ax, com A simétrica.

2x* 4+ 6xy —5y° = [x y]
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Expresse a Forma Quadratica em notacdo
Matricial x" Ax, com A simétrica.

2 3
2x* 4+ 6xy —5y° = [x y] {3 _5]
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Expresse a Forma Quadratica em notacdo
Matricial x" Ax, com A simétrica.

2x* +6xy —5y° = [x y] [g —35] [X]

y



@ Mudancas de Varidveis em Formas
lerggd Quadraticas

Formas
Quadraticas

Egmon Pereira

Trés problemas que ocorrem na aplicacdo de

Mudangas de
Variaveis

Formas Quadraticas:

1- SexTAx é uma FQ de R? ou R3, que
tipo de curva ou superficie é representada
pela equacdo xT Ax = k?
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Trés problemas que ocorrem na aplicacdo de

Mudangas de
Variaveis

Formas Quadraticas:

2 - Sex"Ax € uma FQ de R", que condicdes
deve satisfazer A para garantir que x' Ax
tenha valores positivos para x # 07
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Trés problemas que ocorrem na aplicacdo de
b e Formas Quadraticas:

Variaveis

3- Se x"Ax é uma FQ de R", quais sdo os
valores maximo e minimo da FQ com x
condicionado a satisfazer ||x|| = 17

\Vamos responder apenas 1 e 2!
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Mudangas de
Variaveis
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cemen oo [l Simplificando x 7 Ax com substituicdo, temos:

Mudangas de X = Py (].O)

Variaveis

@ Se P é invertivel, entdo (10) é denominada
uma Mudanca de Variaveis
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cemen oo [l Simplificando x 7 Ax com substituicdo, temos:

Mudangas de X = Py (].O)

Variaveis

@ Se P é invertivel, entdo (10) é denominada
uma Mudanca de Variaveis

@ Se P é ortogonal, entdo (10) é
denominada uma Mudanca de
Variavel Ortogonal
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Mudangas de

Variaveis
0
XTAX — [}/1 y2. yn]

SEHIN

y'Dy = Myf+ayi+o+ Ay?
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Teorema dos Eixos Principais

Se A é uma matriz simétrca nxn, ent3o existe
uma mudanca de varidveis ortogonal que
transforma a Forma Quadratica x” Ax em
y" Dy sem termos mistos. Especificamente, se
P diagonaliza ortogonalmente A, entdo a
mudanca de variaveis x = Py na FQ fica:
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Mudancas de Varidveis em Formas
Quadraticas

Teorema dos Eixos Principais

Se A é uma matriz simétrca nxn, ent3o existe
uma mudanca de varidveis ortogonal que
transforma a Forma Quadratica x” Ax em
y" Dy sem termos mistos. Especificamente, se
P diagonaliza ortogonalmente A, entdo a
mudanca de variaveis x = Py na FQ fica:

x"Ax = y'Dy
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Mudancas de Varidveis em Formas
Quadraticas

Teorema dos Eixos Principais

Se A é uma matriz simétrca nxn, ent3o existe
uma mudanca de varidveis ortogonal que
transforma a Forma Quadratica x” Ax em
y" Dy sem termos mistos. Especificamente, se
P diagonaliza ortogonalmente A, entdo a
mudanca de variaveis x = Py na FQ fica:

x"Ax = y'Dy
xTAx = A1y12+)\2y22+---+)\,,y5
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Teorema dos Eixos Principais

Na qual A1, Ao, ..., A\, sdo os autovalores de A
associados aos autovetores que constituem as
colunas sucessivas de P.
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Exemplo 02

Encontre uma mudanca de variaveis ortogonal
que elimine os termos mistos da FQ

0) = X12 — x32 — 4dx1% + 4xpx3, € expresse @ em
termos das novas variaveis.
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Equacdo Caracteristica:



@ Mudancas de Varidveis em Formas

lerggd Quadraticas

ooooo

Equacdo Caracteristica:

A—1 -2 0
-2 A 2 = 0
0 2 A+1

AN —9N =0



@ Mudancas de Varidveis em Formas

lerggd Quadraticas

ooooo

Equacdo Caracteristica:

A—1 -2 0
-2 X 2 -0
0 2 A+1

AN —9N =0
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ooooo

Equacdo Caracteristica:

A—1 -2 0
-2 X 2 -0
0 2 A+1

AN —9N =0

AMA+3)(A—=3) =0

Logo, os autovalores sdo: A =0, A= —3e
A=3
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Calculando os autovetores, temos:
p/ A=0: p/A=-3: p/A=3

-1

N

WIN Wk WIN
|

wIN wlm w

Wik Wi Wl
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A substituicdo x = Py que elimina os termos
mistos é:

x = Py
x i3 o3| | »n
ol =33 1] | »
x5 P05 il
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Isso produz a nova forma quadratica:

Q = y'(PTAP)y
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Isso produz a nova forma quadratica:
Q = y'(PTAP)y

0 0
Q =1[»n yvy»]|0 30
0 3
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Isso produz a nova forma quadratica:
Q = y'(PTAP)y

0 0

Q:[}’1 Y2 y3] 0 -3 0

0 3

Q = —3y;+3y3 (11)
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Isso produz a nova forma quadratica:

Q = y'(PTAP)y
0 0
Q:[Y1 Y2 Y3] 0 -3 0
0 3
Q = —3y; +3y3 (11)
Compare a equacgdo inicial com o resultado

Q= x?— X32 — 4x1%0 + 4xox3
Em (11) ndo ha termos mistos.
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cortando um cone circular reto por um plano.

Egmon Pereira

Formas
Quadraticas na
Geometria

parabola circulo elipse hipérbola
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cortando um cone circular reto por um plano.

Egmon Pereira

Formas
Quadraticas na
Geometria
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Uma equacdo pode ser da forma:

ax®+2bxy + oy +dx+ey+f = 0 (12)

Formas
Quadraticas na
Geometria
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ax®+2bxy + oy +dx+ey+f = 0 (12)

Sed=e=f =0, entdo (12) se reduz a:
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Uma equacdo pode ser da forma:
ax®+2bxy + oy +dx+ey+f = 0 (12)

Sed=e=f =0, entdo (12) se reduz a:

Formas
Quadraticas na
Geometria

ax’> 4+ 2bxy + cy?> = 0 (13)
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SRR Uma equacdo pode ser da forma:
ax®+2bxy + oy +dx+ey+f = 0 (12)

Sed=e=f =0, entdo (12) se reduz a:

Formas
Quadraticas na
Geometria

ax? + 2bxy + cy? = 0 (13)

Denominada de Coénica Central ou
Reduzida.
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Se em (13) f # 0, entdo podemos dividir tudo
por f e reescrever a equagdo na forma:

ax>’+by? =1 (14)

Quadraticas na
Geometria
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Se em (13) f # 0, entdo podemos dividir tudo
por f e reescrever a equagdo na forma:

ax’+by* =1 (14)

Quadraticas na
Geometria

/ /
Podemos escolher valores para a e b de tal
forma a obtermos uma das cénicas citadas
acima.
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X2 y2
o =] (17)

Formas

Quadraticas na ‘
Geometria \ A
—t b £ ) 5
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Hipérbole:

2 2
y X
a>0 >0

Formas

Quadraticas na "
e \/
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Identificando
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|dentificando Secdes Conicas

Resolvendo o problema 1, ou seja, identificar a
curva representada pela equacdo xT Ax = k em
duas ou trés variaveis.

Para encontrar uma rotacdo que elimine os
termos mistos da equacdo

ax? +2bxy + cy?> +f =0
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Formas

Quadraticas Resolvendo o problema 1, ou seja, identificar a
B Curva representada pela equacdo xT Ax = k em
duas ou trés variaveis.

Para encontrar uma rotacdo que elimine os
termos mistos da equacdo

ax? +2bxy + cy?> +f =0

Identificando

Segdes Conicas

E conveniente passar o termo constante para o
lado direito:
ax? +2bxy + cy? = k
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Em notacdo matricial, temos:

xTAx = k

Identificando

Segdes Conicas
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Em notacdo matricial, temos:

o tenfs2][

Identificando

Segdes Conicas
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Para girar os eixos coordenados, precisamos
fazer uma mudanca de variaveis ortogonal:

!
X = Px

Na qual det(P) =1

Identificando
Segdes Conicas
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Para girar os eixos coordenados, precisamos
fazer uma mudanca de variaveis ortogonal:

Egmon Pereira

x = Px
Na qual det(P) =1

Para acharmos o angulo de rotacdo, faremos:

b — [cose —sin@] (20)

sinf cos®

Identificando
Segdes Conicas
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Exemplo 03

a) ldentifique a conica de equagido
5x% — 4xy + 8y? — 36 = 0 girando os
eixos xy até colocar a cénica em posi¢ao
canonica.
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Exemplo 03

a) ldentifique a conica de equagido
5x% — 4xy + 8y? — 36 = 0 girando os
eixos xy até colocar a cénica em posi¢ao
canonica.

b) Encontre o dngulo € pelo qual foram
girados os eixos xy na parte a.
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A equacdo dada pode ser escrita na forma
matricial:

xTAx = 36
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A equacdo dada pode ser escrita na forma
matricial:

xTAx = 36

onde
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O polinébmio caracteristico de A é:

= (A-HA-9)

A—=5 2
2 \A—38
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O polinébmio caracteristico de A é:

‘A—S 2 ‘

7 el = =90 -9)

Logo, os autovalores sdo: A\y =4 e X\ =9
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E portanto, apds breve e simples célculos,
temos os autovalores:
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E portanto, apds breve e simples célculos,
temos os autovalores:

p/A=4: p/A=09:

S

1

S
Sk SlL
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Assim, A é ortogonalmente diagonalizavel por:
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o
S

1

S

@ |dentificando Secdes Conicas

Assim, A é ortogonalmente diagonalizavel por:

Sk

S

(21)
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Observe que o det(P) = 1, logo:
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Observe que o det(P) = 1, logo:

< Aas][y] -
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Que pode ser reescrito como:
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Que pode ser reescrito como:

4x% 4+ 9y? = 36
X/2 y/2

I A
o "
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sinf = ?
cos; = ﬁ
sin 1
tan 6 = cosf 2 X
6 = arctan 5
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Sendo assim, temos:

) 1
sinf = ?
cos; = ﬁ
sin 1
tan 6 = cosf 2 X
6 = arctan 5
0 ~ 26,6°

’
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O 2° Problema

Agora vamos considerar o segundo dos trés
problemas propostos acima. Vamos determinar
as condicdes sob as quais x” Ax > 0 para
quaisquer valores ndo nulos de x.

Formas

Quadraticas
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qualquer x # 0
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qualquer x #£ 0
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Egmon Pereira Teorema 02
Uma Forma Quadratica x” Ax é dita:

o Positiva definida se x” Ax > 0 para
qualquer x # 0

o Negativa definida se x” Ax < 0 para
qualquer x #£ 0

o Indefinida se x” Ax tem valores tanto
positivos quanto negativos.
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Se A é uma matriz simétrica, ent3o:

(a) xT Ax é positiva definida <=> todos os
autovalores de A sdo positivos
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T Teorema 03
Se A & uma matriz simétrica, ent3o:

(a) xT Ax é positiva definida <=> todos os
autovalores de A sdo positivos

(b) x" Ax & negativa definida <=> todos os
autovalores de A sdo negativos
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Se A é uma matriz simétrica, ent3o:

(a) xT Ax é positiva definida <=> todos os
autovalores de A sdo positivos

(b) x" Ax & negativa definida <=> todos os
autovalores de A sdo negativos

(c) x" Ax & indefinida <=> A tem pelo
menos um autovalor positivo e pelo menos
um autovalor negativo.
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